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Введение

Разработка мес то рожде ний по системе с подэтажным

обрушением подразумевает оставление в пределах отра-

батываемого подэтажа целиков между буродоставочными

выработками [1, 2]. Под целиком подразумевается нетрону-

тая область рудопородного массива, ограниченная по пери-

метру подготовительными (буродоставочными) выработками
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Известно, что целик между буродоставочными выработками

является одним из основных элементов подэтажной системы раз-

работки и представляет собой область массива в пределах одного

подэтажа, ограниченную по периметру выработками. Отмечено,

что в настоящее время общепринятой для определения параме-

тров целика является методика сравнения его несущей способности

с действующими напряжениями; при этом не учитывается большое

число факторов, характерных для условий апатит-нефелиновых 

мес то рожде ний. Кроме того, механизм разрушения целика

в структурно нарушенных массивах не всегда соответствует тео-

рии разрушения опорного ядра. В связи с этим обоснована акту-

альность исследования зависимостей формирования напряженно-

деформированного состояния целика с целью дальнейшей разра-

ботки алгоритма подбора его оптимальных параметров.

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние,

апатит-нефелиновая руда, целик, система подэтажного обрушения,

численное моделирование
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в пределах одного подэтажа [3, 4]. В процессе отработки 

нижележащего подэтажа целики разрушаются, поэтому 

время требуемого устойчивого состояния ограничено време-

нем подготовки и отработки подэтажа.

При отработке апатит-нефелиновых мес то рожде ний пара-

метры целиков подбирают, исходя из технологических сооб-

ражений, а породные обнажения, оконтуривающие целики, 

представляют собой горные выработки или сопряжения гор-

ных выработок, пролеты которых незначительны по отноше-

нию к размерам целиков [4–7]. Породные целики в основ-

ном представляют собой участки пород шириной 16 м (18 м) 

и высотой около 5 м (в зависимости от высоты выработки), 

сложенные прочными породами различной степени структур-

ной нарушенности.

Средние напряжения в таких породных целиках по отноше-

нию к средней прочности пород невысоки и обычно не вызы-

вают полного разрушения [ 8]. Геомеханические процессы 

в основном проявляются в виде хрупкого разрушения пород 

в боках выработок. Наличие зон хрупкого разрушения породных 

целиков по высоте на их контуре оказывает значительное вли-

яние на устойчивость горных выработок [9–11], так как проис-

ходит изменение размеров породного обнажения и их формы, 

что приводит к интенсификации геомеханических процессов, 

в частности в кровле горных выработок, где породы и так чаще 

всего находятся в перенапряженном состоянии [12–14].

Актуальность проведения исследований

Разрушение породных целиков в значительной степени 

определяет устойчивость пород как в кровле, так и в боках 

горных выработок [11, 15–17]. Зоны разрушения пород огра-

ничиваются участками, где напряженное состояние породного 

массива близко к одноосному сжатию, и по мере удаления от 

контура породного целика и перехода к объемному напряжен-

ному состоянию процессы разрушения пород быстро затухают 

[18]. Характер разрушения целика и иллюстрация этого про-

цесса в руднике представлены на рис. 1.

Потеря устойчивости породным целиком происходит

в результате превышения прочности слагающих его пород 

и накопления критического объема трещин и повреждений.

Помимо участка, непосредственно примыкающего к пород-

ному целику, потеря им устойчивости провоцирует увеличение

напряжений в соседних породных целиках и может стать при-

чиной их повреждения или потери устойчивости, что в отдель-

ных случаях может привести к цепной реакции и значитель-

ным объемам разрушений породных целиков, прогибу непо-

средственной породной кровли, оседаниям земной поверхно-

сти, значительному проявлению геодинамических процессов,

а также к формированию воздушной ударной волны [19, 20].

Опыт показывает, что разрушение породного целика и степень

катастрофичности последствий находятся в прямой зависимо-

сти от соотношения между высотой целика и его поперечными

размерами.

В результате исследований выделено несколько групп

факторов, влияющих на параметры целика. Факторы пред-

ставлены на диаграмме (рис. 2). В условиях мес то рожде ний,

характеризующихся повышенными тектоническими напря-

жениями (к которым относятся апатит-нефелиновые мес-

то рожде ния Хибинского массива), а также сложенных поро-

дами, склонными к хрупкому разрушению, подбор оптималь-

ных параметров и прогнозирование напряженного состояния

целиков является нетривиальной задачей [21, 22]. Существу-

ющие и общепринятые в настоящее время методики определе-

ния параметров целиков не учитывают всего спектра представ-

ленных на рис. 2 факторов.

Таким образом, для определения параметров целиков

необходимо получить детальное представление о прочности

породного массива, слагающего породный целик, и его напря-

женном состоянии. Целью исследования является дополнение

существующих методик для их соответствия условиям разра-

ботки апатит-нефелиновых мес то рожде ний.

Обеспечение устойчивости породных целиков за счет

комплексного прогноза их напряженно-деформированного

состояния позволяет повысить безопасность ведения гор-

ных работ, снизить вероятность перекрепления участков гор-

ных выработок и таким образом напрямую влиять на технико-

экономическую эффективность отработки [23–25].

Рис. 1. Типовая форма
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Принципы расчета целиков

В настоящее время обоснование параметров породных

целиков либо основывается на опыте, полученном при осво-

ении конкретного мес то рожде ния полезных ископаемых, либо

определяется на основании прочностных расчетов, выражен-

ных в виде аналитических уравнений или на основании чис-

ленного моделирования [7, 15, 26, 27].

При обосновании параметров породных целиков устанав-

ливается требование обеспечения их общей устойчивости,

т. е. способности выдерживать нагрузки от вышерасположен-

ной породной массы и напряжений в породном массиве без

критических разрушений. Основной идеей при расчете цели-

ков является сравнение несущей способности целика и дей-

ствующих напряжений в массиве по его оси.

На величину несущей способности значительное влияние

оказывают поперечные размеры целика, соотношение между

поперечными размерами и высотой, а также его объем. Для

учета этих факторов исследователями предложены различ-

ные уравнения [3, 14, 18, 28, 29], которые нашли широкое

применение в различных областях горного дела. Критериев

оценки устойчивости породных целиков для различных усло-

вий достаточно много, однако их общий вид сводится к урав-

нению (1), описывающему показатель усредненной прочности

пород породного целика на сжатие Rср
сж, МПа [26]:

Rср
сж = kwαww /α h// β, (1)

где k – параметр, характеризующий прочность породы;k w –w

ширина породного целика, м; h – высота целика, м; α и β –

эмпирические коэффициенты, характеризующие геомеханиче-

ское состояние породного массива.

Данная зависимость учитывает форму и размер целика,

а также материал, из которого сложен целик, через относи-

тельный параметр k, определенный эмпирически для соот-

ветствующих условий. К недостатку такого класса уравнений 

можно отнести наличие эмпирических коэффициентов, кото-

рые установлены на основании анализа конкретных горно-

геологических условий и не всегда могут быть перенесены 

на другие условия. Результаты расчета целиков, полученные

по зависимостям исследователей [3, 14, 18, 28, 29], пред-

ставлены в графическом виде на рис. 3. Представленные на

рисунке зависимости получены при высоте целика 5 м.

Видно, что хорошей сходимости между различными мето-

дами не наблюдается, что преимущественно связано с раз-

личной структурной нарушенностью пород и особенностями

формирования поля напряженного состояния в конкретных

горно-геологических условиях. Тем не менее наиболее рас-

пространена и принята за основу расчетов несущей способно-

сти в условиях мес то рожде ний апатит-нефелиновых руд мето-

дика, предложенная Potvin [26], учитывающая прочность на

сжатие апатит-нефелиновых руд, слагающих целик, в образце,

ширину и высоту целика.

Усредненное значение напряжений в породном целике

для условий равномерного расположения целиков в породном

массиве в общем виде определяется по формуле, предложен-

ной Potvin [26]:

σ1
ср
1  = γhC1C2/(wl), (2)

где γ – усредненный объемный вес вышерасположенных по-

род, кН/м3; h – глубина расположения породного целика от-

носительно земной поверхности, м; C1 и C2 – геометриче-

ские показатели, определяющие размер грузовой площади

Рис. 3. Сравнение эмпирических методов расчета

усредненной прочности породных целиков
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Рис. 2. Факторы, влияющие на напряженно-

деформированное состояние целика
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в направлении ширины и длины целика соответственно, м; w –w

ширина породного целика, м; l – длина породного целика, м.l

Данная зависимость неприменима при неупорядоченном

расположении и неодинаковых размерах породных целиков, 

при сложной форме поперечного сечения, наличии дополни-

тельных вертикальных несущих элементов в принятой системе 

разработки мес то рожде ний, а также при значительных разме-

рах участка ведения горных работ.

Помимо критерия общего вида, определяющего допусти-

мые напряжения по фактору обеспечения несущей способно-

сти целика, для апатит-нефелиновых мес то рожде ний Хибин-

ского массива, склонных и опасных по горным ударам, сле-

дует дополнительно использовать условие отсутствия прояв-

лений горного давления в динамических формах: σ1 � 0,5σсж, 

где σ1, σсж – максимальные действующие напряжения и проч-

ность целика на сжатие соответственно.

Несмотря на значительный объем исследований по поиску

оптимального уравнения для определения усредненных напря-

жений в породных целиках, они все являются приближен-

ными и зачастую содержат значительный объем эмпириче-

ских коэффициентов, которые некорректно адаптировать под 

конкретные горно-геологические условия. Альтернативой ана-

литической формы выражения усредненного напряженного

состояния породных целиков является применение числен-

ных методов прогноза, где геометрические факторы, опре-

деляющие напряженное состояние породных целиков, могут 

быть учтены в явном виде со значительно меньшей погреш-

ностью, а перераспределение напряжений между породными 

целиками может быть учтено на основании наиболее значи-

мых факторов.

Численное моделирование

Установление размера зон хрупкого разрушения породных 

целиков в приконтурной зоне, а также определение размеров 

породных целиков, где процесс разрушения пород не охваты-

вает целики полностью, с учетом изменчивости напряженного 

состояния, является важной научной задачей. Решать данную

задачу следует на основании комплексного учета механизма

деформирования и разрушения горных пород, а также гео-

механического состояния породного массива с применением 

методов численного моделирования [30–32].

Особое внимание при выполнении исследований необ-

ходимо обратить на то, что в условиях апатит-нефелиновых 

мес то рожде ний Хибинского массива горизонтальные напря-

жения превышают вертикальные, что не учитывается в суще-

ствующих методах обоснования устойчивости породных 

целиков.

Для исследования поведения целиков создана простран-

ственная численная модель в программном комплексе Simulia 

Abaqus, представляющая собой участок массива и рудного 

тела размерами 2500×2500×800 м по соответствующим 

осям. Сетку конечных элементов создавали с дифференциа-

цией по размерам – вблизи контуров выработок размер конеч-

ных элементов составляет 1 м; на внешнем контуре модели

он может достигать 50 м. Модель учитывает отработку выше-

лежащего горизонта. Напряженное состояние модели задано 

с учетом тектонической составляющей [21]. Схема модели 

представлена на рис. 4.

Физико-механические свойства пород и руд для модели-

рования приняты согласно проведенным лабораторным иссле-

дованиям (табл. 1).

Модель включает в себя следующие расчетные этапы:

• формирование естественного гравитационно-текто ни-

чес кого напряженного состояния;

• последовательное моделирование строительства выра-

боток горизонта;

• формирование зоны обрушенных пород путем значитель-

ного снижения деформационно-прочностных свойств; очистная 

выемка выполняется в соответствии с календарным планом.

Рис. 4. Схема численной модели в программном

комплексе Simulia Abaqus гор. +188 м

Таблица 1. Физико-механические свойства пород и руд на мес то рожде ниях

Материал
Удельный 

вес, МН/м3

Модуль 

упругости, МПа

Коэффициент 

Пуассона
RMR

Модуль упругости 

в массиве, МПа

Коэффициент 

Пуассона в массиве

Рисчорриты (висячий бок) 0,028 65300 0,26 58 20335 0,33

Уртиты (лежачий бок) 0,028 40680 0,24 50 10144 0,33

Руда 0,030 58125 0,20 51 14902 0,33

ЗЗоЗоЗоЗонЗонононЗЗонЗоЗ нЗооооооооо а Зона
обробробробробробобррбробробрбобрбрбобробрбрбрббобобобоббб ушенных обрушенных

породдпород

ПородыПороды
висячеговисячего

бокабока
РРРуРРуРуРудРудРудРудРудРудРудРуРуРуРуРуРудРРуРуРуРудРРРудноено  телоРудное тело

Породыдд  Породы
лежлежачеачегого лежачего

бокбокаабока

УУУчаУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУ стосс к иизмезмезмезмезмезмезмезммезмезмзмеммзммммммммммммзммемееренренренренренренререненренрененннреннренннннннеррррре йййийийийийиийийиййййиййийййиййййиййййййййУчасток измерений

УИ 1.1УИ-1.1УИ-1.1
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Верификация модели

Численная модель геометрией и заданными физико-

механическими свойствами повторяет условия, при которых

выполняли натурные измерения напряжений в целиках.

Параметры модели верифицированы по напряжениям,

полученным в результате натурных измерений в целиках.

По результатам сравнения (табл. 2) установлена хорошая

сходимость напряжений на участке измерений в центральной

части целика. Данный участок является наиболее представи-

тельным, так как целик полностью оконтурен и находится под

влиянием фронта очистных работ, т. е. напряжения сформи-

ровались под влиянием нескольких факторов. Большая раз-

ница напряжений в приконтурной части целиков объясняется

ее нарушенностью в натурных условиях и, соответственно,

влиянием геологических нарушений.

Таким образом, граничные условия и геометрия модели

позволяют достичь результатов прогноза напряженно-

деформированного состояния достаточной степени достовер-

ности для дальнейшего изучения поведения целиков.

Параметры зоны опорного давления верифицированы дан-

ными, полученными на основании физического моделирова-

ния на эквивалентных материалах [32–34]. Ниже приведено

сравнение результатов физического и численного моделиро-

вания, полученных для горизонта на глубине 500 м (рис. 5).

Видно, что значения коэффициентов концентрации от дей-

ствия гравитационных и тектонических напряжений, а также

их распределение имеют схожий характер. Можно заключить,

что численное моделирование выполнено с удовлетворитель-

ной степенью точности, а его результаты могут быть исполь-

зованы для прогноза напряженно-деформированного состоя-

ния целиков.

Прогноз напряженно-деформированного 

состояния массива

Общий вид модели со сформированным напряженно-

дефор мированным состоянием и распределением

максимальных главных напряжений представлен на рис. 6. 

Численное моделирование позволило изучить изменение

напряженно-деформированного состояния целиков с учетом

Рис. 5. Коэффициент концентрации гравитационных напряжений на этапе отработки на основании физического (а) 

и численного (б) моделирования
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Таблица 2. Сравнение полученных натурных данных и ре-

зультатов численного моделирования
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Значения 

напряжений 

по натурным 

данным, МПа

Значения напряжений 

по результатам 

численного 

моделирования, МПа

1

0,5

σ1 46,8 62

σ2 36,1 37,2

σ3 25,2 20,3

2

σ1 37,7 50,3

σ2 32,3 36,2

σ3 28,6 19,1

4

σ1 36,0 46,4

σ2 30,8 36,9

σ3 27,2 27,24

6

σ11 38,3 48,5

σ2 30,5 35,6

σ3 23,4 28,2

2

0,7

σ1 132,4 55,7

σ2 91,9 33,4

σ3 74,1 25,9

2

σ1 50,1 45,3

σ2 34,3 32,6

σ3 28,8 16,8

4

σ1 50,0 42,3

σ2 35,2 33,7

σ3 31,9 25,6

6

σ1 49,1 43,9

σ2 35,4 32,1

σ3 29,3 26,6
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Рис. 6. Эпюра распределения напряжений в модели

с учетом горизонта отработки

Максимальные главнные 
напряжения, МПа
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Рис. 7. Эпюра распределения напряжений в малых

целиках при соотношении площадей

Максимальные главные 
напряжения, МПаМПа
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влияния наиболее значимых факторов – тектонической ком-

поненты напряжений, ведения очистных работ на вышележа-

щем горизонте, геометрических параметров целиков.

Характер распределения нагрузки внутри тела целика

(рис. 7) позволяет заключить, что в целике выделяются две 

основные зоны – опорное ядро, воспринимающее нагрузку, 

и относительно разгруженные краевые зоны. Соотношение 

ширины и длины целика в плане при прочих равных условиях 

не изменяет величин напряжений в центральной части целика. 

При этом величина потенциальных зон хрупкого разруше-

ния, которые образуются при повышении напряжений вслед-

ствие перераспределения горизонтальных компонент на кон-

туре выработки до оконтуривания целика, вероятнее всего не 

будет выходить за пределы относительно разгруженной кра-

евой зоны и, таким образом, не окажет влияния на несущую

способность целика, но эту зону не следует включать в расчет 

несущей способности.

На эпюре на рис. 6 видно, что ленточные целики работают 

в режиме плоской деформации, и их расчет целесообразно 

выполнять в плоской постановке в сечении «ширина–высота». 

Целики малого размера иначе воспринимают нагрузку, рабо-

тают фактически в условиях одноосного сжатия, и при их рас-

чете необходимо учитывать также третье измерение и, соот-

ветственно, использовать пространственное численное моде-

лирование.

Исследования показали, что большее влияние на вели-

чину действующих напряжений в целике оказывает не вели-

чина исходных напряжений, а их направление относительно 

оси целика или осей буродоставочных выработок. Для опреде-

ления зон возможного разрушения целиков при преобладании

горизонтальных компонент напряжений над вертикальными

необходимо моделировать оконтуривание целиков в простран-

ственной постановке с учетом направления действия макси-

мальных напряжений, которое меняется при подходе очист-

ных работ к целику.

Напряженное состояние породного целика на этапе 

проведения очистных работ при различных положениях 

фронта очистных работ изменяется в пределах 10 % от 

максимального значения напряжений при установившемся 

пролете отработки. Однако напряженное состояние меняется 

значительно при подходе очистных работ к целику. Наиболее 

нагруженными являются целики, расположенные в зоне опи-

рания необрушенной породной консоли. Целики в середине 

подконсольного пространства фактически разгружены. Этап-

ность отработки также не оказывает значительного влияния 

на конечное напряженное состояние целиков. Таким обра-

зом, целесообразным является рассмотрение напряжен-

ного состояния целиков при непосредственном приближении 

очистных работ.

Результаты и их обсуждение

Анализ результатов численного моделирования показал, 

что на напряженное состояние целиков оказывают наиболь-

шее влияние следующие факторы:

• напряженное состояние массива в окрестности пород-

ного целика до его оконтуривания, а также на этапе оконтури-

вания горными выработками;

• прочность пород;

• геометрические параметры (форма и размеры породных 

целиков);

• положение и направление движения очистного про-

странства относительно рассматриваемого породного целика.

Таким образом, для определения параметров целиков

необходимо получить детальное представление о прочности 

породного массива, слагающего породный целик, и его напря-

женном состоянии. Среди них можно выделить следующие

данные:

• усредненная прочность пород в породном целике, учиты-

вающая как прочность самой породы, так и показатели струк-

турной нарушенности пород породного целика;

• направление и интенсивность наиболее значимых нару-

шений, проходящих через породный целик, и показатели проч-

ности по контакту данных нарушений;

• фактическое напряженное состояние породного целика.

Наиболее полно расчет устойчивости породного целика

может быть реализован в рамках численного моделирования, 
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где вышеперечисленные факторы могут быть учтены/опреде-

лены с более высокой степенью достоверности.

Однако на основании сделанных выводов можно реко-

мендовать уточнение эмпирической методики оценки несу-

щей способности целика в части уточнения ширины несущей

зоны – опорного ядра. Ширина опорного ядра определяется

с учетом горизонтальной проекции максимального линейного

размера зоны хрупкого разрушения. Несущую способность

(МПа) рассчитывают на основании формулы, однако вместо

эмпирического коэффициента 0,42 предлагается для уточне-

ния условий использовать результаты геотехнического карти-

рования массива и расчета показателя RMR [35]:

σц = σсжe , (3)

где σсж – минимальная прочность апатит-нефелиновых руд,

слагающих целик, в образце; RMR – рейтинг горной массы

согласно классификации Z. T. Bieniawski [35]; Bоп – ширина

опорного ядра целика, м; H – высота целика, м.H

Для практических расчетов принято, что вектор макси-

мального главного напряжения может отклоняться от гори-

зонтали на величину до 30°. При этом ширину опорного ядра

определяют, исходя из полной ширины целика за вычетом

зон хрупкого разрушения, а также величин переборов сече-

ния в обеих выработках (рис. 8). Зоны хрупкого разруше-

ния Bi
хр образуются до оконтуривания целика при действии

повышенных горизонтальных напряжений или опорного дав-

ления.

Установленные инструментальными замерами или числен-

ным моделированием действующие в целике напряжения не

должны превышать рассчитанной несущей способности.

Выводы

Авторами сделаны выводы об основных недостатках

существующих подходов к оценке устойчивости породных

целиков для условий апатит-нефелиновых мес то рожде ний,

описаны типовые механизмы потери устойчивости породных

целиков в различных горно-геологических и геомеханиче-

ских условиях.

Установлено, что для условий апатит-нефелиновых мес-

то рожде ний устойчивость породных целиков необходимо

рассматривать как локальную и глобальную, где локальная

устойчивость подтверждается визуальным наблюдением за

развитием геомеханических процессов в приконтурной зоне

породных целиков, а возможная потеря породными целиками

глобальной устойчивости должна быть обоснована с помо-

щью инструментальных методов наблюдения или моделиро-

вания.
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Abstract

A pillar established between drilling-and-haulage drifts is one of the key elements in 

sublevel caving system. The currently common procedure of determining such pillar 

parameters is the collation of the load-bearing capacity of the pillar with the effective 

stresses. This procedure omits many factors intrinsic to apatite–nepheline ore deposits. The 

pillar stability maintenance via the integrated stress–strain behavior prediction ensures 

safety of mining operationы and reduces the need of re-installation of support systems in 

underground openings, which directly influences mining efficiency.

The authors infer on the main disadvantages of the current approaches to stability 

estimation of rock pillars in apatite–nepheline ore mining. It is found that rock pillar

stability at such deposits should be considered as local and global stability. The local 

stability is inspected visually by observations over geomechanical processes in the adjacent 

rock mass of the pillars. A possible loss of the global stability should be substantiated by 

Рис. 8. Схема к определению ширины опорного ядра

целика:

σmax – максимальные действующие напряжения, МПа;

σmin – минимальные действующие напряжения, МПа;

Bхр – величина зоны хрупкого разрушения, м; Bпер – величина

переборов сечения, м; B – ширина целика, м; Bоп – ширина

опорного ядра целика, м
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instrumental observations or modeling. 

The implemented numerical modeling allows drawing a conclusion that the stress state of 

pillars is mostly affected by: the stress state of the adjacent rock mass of a pillar before it is 

drilled around and at the stage of enveloping the pillar with stopes; the rock strength; the 

pillar geometry (shape and dimension); the position and advance direction of the stoping 

operations relative to the pillar. 

The numerical modeling provided the stress–strain analysis of pillars with regard to the 

weightiest factors—tectonic stresses, higher-level stoping and pillar geometry. The 

accomplished research revealed stress–strain patterns in pillars, and made it possible to 

offer recommendations on optimization of pillar parameters.

Keywords: stress–strain behavior, apatite–nepheline ore, pillar, sublevel caving, 

numerical modeling. 
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