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Введение

Прикладное значение механики сыпучих сред в 
сфере обогащения полезных ископаемых трудно пе-
реоценить. Однако при всем богатом спектре прак-
тических приложений этот раздел науки еще очень
далек от формулирования таких общих принципов 
своей теории, какие есть, например, в механике сплош-
ных сред. В зависимости от внешних воздействий сы-
пучие среды демонстрируют широкое разнообразие 
типов поведения, в том числе они могут вести себя 
подобно упруго-пластичным твердым телам, вязким 
жидкостям и даже «гранулярным газам» (подробнее 
«агрегатные состояния» сыпучих сред описаны в рабо-
те [1]). Этим в немалой степени и объясняется разно-
образие существующих подходов для описания таких 
сред. Принципиально подходы к моделированию сы-
пучих материалов можно разделить на три класса:

1) микроскопические модели и моделирование 
методами молекулярной динамики;

2) статистическая механика и кинетическая тео-
рия;

3) феноменологические модели и модели сплош-
ной среды.

Подходы к описанию сыпучих материалов
и границы их применимости

1. Микроскопические модели и моделирование
методами молекулярной динамики

В этих подходах рассматриваются, как правило, 
столкновения отдельных частиц; такие модели спра-
ведливы для сухого сыпучего материала, вязкие силы 
сопротивления жидкости или газа могут существенно 
изменить динамику частиц. В настоящее время име-
ется понимание взаимодействия отдельных малых 
частиц с жидкостью в рамках закона Стокса, но кол-
лективное взаимодействие большого числа частиц с 
жидкостью остается открытой проблемой. Существу-
ют теоретические модели, описывающие системы ча-
стиц с жидкостью, но обычно они основываются на 
феноменологическом подходе (например [2]). Отме-
тим также работу [3], в которой экспериментально
изучено влияние воздуха на динамику сыпучего мате-
риала при воздействии вибрации. Авторы показали, 
что изменение давления газа в слое материала во вре-
мени удовлетворительно описывается, если сыпучий 
материал рассматривать как пористое тело.

Поскольку число частиц в системе, как правило, 
велико, то решение полной системы уравнений дви-
жения — крайне трудоемкая задача, разрешимая толь-
ко на ЭВМ. При этом, чем плотнее исследуемая систе-
ма, тем выше ресурсоемкость вычислений.

Данные методы успешно применяются в иссле-
довании фундаментальных проблем физики сыпучих 
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материалов, например для изучения неупругого кол-
лапса (см. ниже), для изучения влияния трения, вра-
щательных степеней свободы частиц, влияния типа их 
деформационного поведения (упругие, вязкоупругие 
частицы). Использование микроскопических моделей 
позволяет получить оценочные выражения для коэф-
фициентов переноса (например коэффициента тепло-
проводности), которые крайне важны в феноменоло-
гических моделях.

Детальное знание свойств частиц, определяющих 
их поведение при столкновениях, имеет большое зна-
чение для реалистичного моделирования сыпучих ма-
териалов методами молекулярной динамики. Наибо-
лее фундаментальное микроскопическое свойство сы-
пучих материалов – это диссипация энергии в резуль-
тате столкновения частиц. В простейшей модели неу-
пругие соударения описываются только нормальным 
коэффициентом восстановления R, определяемым 
как соотношение нормальных относительных скоро-
стей частиц до и после соударения. В более сложных 
моделях, учитывающих шероховатость поверхности 
и трение, происходит обмен между поступательной и 
вращательной энергиями частиц [4], и, соответствен-
но, требуется учитывать и тангенциальный коэффи-
циент восстановления. 

Большой научный интерес представляет пробле-
ма моделирования гранулярных систем из сильно не-
упругих частиц (где R не близко к единице), которая в 
основном исследуется численным путем.

Неупругое взаимодействие частиц с постоянным 
коэффициентом восстановления может привести к та-
кому явлению, как неупругий коллапс — полная оста-
новка всех частиц за конечное время. Данный фено-
мен интенсивно изучается в современной литературе 
[5, 6–8]. В нем наблюдается «фазовый переход» жид-
кость — твердое тело. Неупругий коллапс наблюда-
ется даже в достаточно простых системах, к приме-
ру в системе, представляющей собой шарик, прыгаю-
щий над неподвижной плоскостью. Если соударения 
с плоскостью неупругие, то после каждого удара ско-
рость шарика уменьшается в R раз (R < 1 и является 
постоянной величиной). После n-го соударения с пло-
скостью имеем un = Rnu0, здесь u0 — скорость шарика 
перед первым соударением. Отсюда время между соу-
дарениями tn = 2u0R

n/g. Видно, что ряд, составленный 
из этих времен, представляет собой убывающую гео-
метрическую прогрессию, которая сходится к значе-
нию T = t1 + t2 + … = 2u0R/[g(1 – R)]. Иными словами, 
шарик испытает бесконечное число соударений с пло-
скостью за конечное время.

В работе [9] показано, что для появления неупру-
гого коллапса требуется, чтобы при соударении ча-
стиц потери энергии превосходили некоторое крити-
ческое значение. То есть неупругий коллапс возможен 
при некотором критическом значении Rc. Однако для 
реальных материалов R — величина не постоянная. 
Оказывается, что коэффициент восстановления яв-
ляется функцией относительной скорости соударяю-

щихся частиц: он монотонно повышается с уменьше-
нием скорости и в пределе стремится к единице при 
u  0 [10–12]. В моделях с «физическим» R неупру-
гий коллапс не наступает.

Очевидно, дело во внутреннем строении гранул, в 
описании которого допустимо использование конти-
нуальных моделей. Столкновения частиц не рассма-
тривают как чисто пластические, т. к. в этом случае бу-
дет нарушаться их сферическая форма, вязкоупругие 
же частицы восстанавливают свою форму. Большая 
часть теории «гранулярных газов» оказалась бы неве-
роятно сложной (или даже практически непримени-
мой) вне рамок предположения о сферической фор-
ме частиц [13]. В монографии [13] выведена функци-
ональная зависимость R(u) для вязкоупругих частиц:

  ,

где D1, D2 — известные константы, зависящие от 
свойств материала и радиуса частиц. Естественно, в 
системе из вязкоупругих частиц неупругий коллапс 
невозможен [13].

Стоит отметить, что и для тангенциального коэф-
фициента восстановления также есть более сложные 
модели, например, в [14] он зависит от угла столкно-
вения.

Существуют три основных подхода к моделирова-
нию методами молекулярной динамики: метод «мяг-
ких» частиц; алгоритм, управляемый событиями; ме-
тод контактной динамики твердых частиц.

2. Статистическая механика и кинетическая теория

Взаимодействия между частицами сыпучих мате-
риалов по своей природе неупруги, при столкновени-
ях частиц теряется часть кинетической энергии. Сле-
довательно, подходы, основанные на чисто упругих 
взаимодействиях или сохранении энергии, такие как 
теория идеальных газов, не могут удовлетворительно 
описать поведение «гранулярных газов» [1]. 

При малых плотностях поведение «гранулярно-
го газа» можно адекватно описать с помощью кинети-
ческого уравнения Больцмана, адаптированного для 
учета неупругости соударений [15–17]: 

  
,

где f(r, u, t) — функция распределения частиц по ско-
ростям; I[f] — адаптированный неупругий интеграл 
столкновений. Свойства интеграла столкновений 
описаны в монографии [13].

Для слабо неоднородных газов с малыми градиен-
тами гидродинамических полей (их изменение мало 
по сравнению с величиной свободного пробега ча-
стиц) при решении уравнения Больцмана используют 
схему Чепмена—Энскога: строится разложение функ-
ции распределения в виде f = f(0) + f(1) + f(2) + …, где f(k)
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зависит от k-го порядка градиентов. Функция f(0)  удо-
влетворяет уравнению Больцмана для однородно-
го газа. Схема Чепмена—Энскога дает метод решения 
уравнений относительно каждой f(k).

Развитая теория позволяет описать только «поч-
ти упругие» частицы [13, 15]. Это связано с тем обсто-
ятельством, что для вывода уравнения Больцмана не-
обходимо предположение о «молекулярном хаосе», 
при котором скорости частиц никак не коррелируют 
между собой. Но если соударения частиц неупругие, 
то возможно образование различных коллективных 
структур. Выше было описано явление неупругого 
коллапса, возникающее в системах с неупругими ча-
стицами с постоянным коэффициентом восстановле-
ния. Но в результате неупругого взаимодействия ча-
стиц даже с непостоянным R в системе могут возник-
нуть различные структуры. Например, сыпучий ма-
териал в сосуде при отсутствии каких-либо внешних 
силовых полей по истечении некоторого промежутка 
времени демонстрирует кластеризацию и спонтанное 
рождение вихревых структур.

Формирование кластеров можно объяснить на-
личием малых флуктуаций плотности в газе. В более 
плотных областях частицы соударяются чаще, чем в 
разреженных. Поэтому вследствие неупругих соуда-
рений плотные области системы «охлаждаются» бы-
стрее, чем разреженные, и, следовательно, локальное 
«давление» в плотных областях понижается. Образу-
ющийся перепад давления вызывает поток частиц в 
плотные области, в результате чего происходит даль-
нейшее увеличение локальной плотности. Из этих 
рассуждений следует, что изначально малые отклоне-
ния плотностей усиливаются, что и приводит к фор-
мированию кластеров (рис. 1).

Появление вихревых структур связано с неупру-
гим соударением частиц: нормальная составляющая 
скорости уменьшается, и если трение между частица-
ми пренебрежимо мало, то тангенциальная составля-

ющая скорости остается почти неизменной. В резуль-
тате многих столкновений локально частицы движут-
ся более параллельным и согласованным образом, и за 
счет этого образуются отдельные участки вихря. При 
выраженной кластеризации и наличии вихрей кине-
тический подход теряет применимость, но есть рабо-
ты, в которых изучаются корреляции скоростей (как 
угловой, так и поступательной) на начальных этапах 
неустойчивостей свободного «гранулярного газа» с 
шероховатыми частицами (например [18]). Отметим 
недавнюю работу [16], в которой авторы с помощью 
метода Чепмена—Энскога получили выражения для 
коэффициентов переноса в случае неупругих шеро-
ховатых твердых сферических частиц. В работе [19] 
на основе кинетического подхода авторами выведены 
коэффициенты переноса для бинарной смеси «грану-
лярных газов».

С помощью функции распределения скоростей 
можно определить и так называемую «гранулярную 

температуру» материала:
  

[20]. Приме-

чательно, что при рассмотрении сыпучего материала в 
вертикально колеблющемся сосуде оказалось, что Tx и 
Ty не равны [21]. Дальнейшие исследования показали, 
что даже вертикальное распределение температуры 
является анизотропным. Таким образом, «грануляр-
ная температура» в рассматриваемых системах не яв-
ляется скаляром и равномерного распределения энер-
гии здесь не наблюдается. Причина анизотропии кро-
ется в неупругости соударений частиц и природе вво-
да (nature of driving) энергии в систему [22].

Большой интерес представляет «гранулярная тем-
пература» бинарной смеси. Является ли «гранулярная 
температура» одинаковой для всех частиц в бинарной 
смеси, в которой частицы могут отличаться по плот-
ности, размерам или упругим свойствам? Оказывает-
ся, что температура двух сортов частиц различна. Бо-
лее того, отношение температуры более тяжелых ча-
стиц к температуре более легких повышается с ростом 
отношения их масс. Отношение температур не силь-
но чувствительно к упругим свойствам частиц, скоро-
сти вибрации, но зависит от способа упаковки частиц 
[22–25].

Случай разных температур был рассмотрен в ра-
боте [26] при использовании кинетического подхода. 
Предложенная модель годится для разреженной си-
стемы больших частиц. Локальная плотность изме-
няется, потому что присутствие больших частиц де-
лает область локально горячей или холодной. Это вы-
зывает изменение эффективной локальной плотно-
сти, которая, в соответствии с вычислениями авторов 
рассматриваемой работы, приводит к возникновению 
выталкивающей силы. Указанные авторы также вы-
вели критерий всплывания большого («чужеродно-
го») шара, зависящий от размеров и плотности. Одна-
ко они предположили, что давление и температура по-
стоянны в его отсутствие. Таким образом, роль гради-
ентов температуры, которые существуют в виброожи-

Рис. 1. Типичная конфигурация из 40000 неупруго сталки-
вающихся частиц, демонстрирующая кластериза-
цию в двумерном случае [1]
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женном режиме, когда энергия вводится в систему че-
рез границы, пока что осталась неясной.

Уравнение Больцмана также использовалось для 
описания плотностей силовых цепей в различных на-
правлениях в «твердом» сыпучем материале [27].

3. Феноменологические модели и модели
сплошной среды

Используя уравнения Больцмана, можно прийти 
и к уравнениям гидродинамики:

 
;
 

 
;
 

 
,

где  — «гранулярная температу-

ра»; n — плотность сыпучего материала; u — поле ско-
ростей;

  
— тензор вязких напряжений

(e– орты выбранной системы координат,  = 1, 2, 3);  

 
— тензор скоростей деформа-

ций; q = –kT — тепловой поток;  — скорость дисси-
пации энергии.

Обычно эти уравнения применяются как к «гра-
нулярному газу», так и к жидкости (см. например [13, 
28–34]).

Теоретическое исследование возникновения не-
устойчивостей (кластеризации и вихрей) в «грану-
лярном газе» главным образом основано на линей-
ном анализе устойчивости гидродинамических флук-
туаций плотности n, температуры T и скорости u  
[13]. После линеаризации уравнений гидродинамики, 
как правило, делается Фурье-преобразование с целью 
получить линейные обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения. Эти уравнения имеют решения вида 
k() = exp((k))k(0), где k() означает вектор-
столбец, содержащий флуктуации плотности, темпе-
ратуры и трех компонент скорости;  — безразмерное 
время. Если (k) > 0, то наблюдается экспоненциаль-
ный рост возмущений, если (k) < 0 — экспоненци-
альное затухание. На данный момент известно, что 
вихревые структуры возникают раньше, чем класте-
ры. Отметим также, что есть несколько работ, в кото-
рых при анализе устойчивости учитывались нелиней-
ные слагаемые [35, 36].

Рассмотрим несколько примеров, где успешно 
применялись уравнения сплошной среды.

Как известно, при падении камня в воду форми-
руется всплеск, вызванный схлопыванием образовав-
шейся полости. В сыпучем материале можно наблю-
дать аналогичное явление. В частности, исследовате-
ли [28] бросали стальной шарик в слой песка и наблю-
дали формирование струи (рис. 2), образующейся по 
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Рис. 2. Формирование струи после соударения (0 = 2,43 м/с) 

стального шарика (R = 1,25 см) и слоя песка
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тому же принципу, что и в обычной жидкости. Подоб-
ные эксперименты проводились и ранее [37], но в дан-
ной работе использовался очень мелкий песок. Учи-
тывая гидродинамическую аналогию, авторы исполь-
зовали уравнения сплошной среды, чтобы выявить
основные закономерности схлопывания полости. По-
сле ряда предположений они получили уравнение 
типа Рэлея, которое описывает эволюцию радиуса по-
лости R(z, t) по высоте (где z — вертикальная коорди-
ната). В результате авторам удалось оценить время, в 
течение которого стенки полости впервые столкнутся. 
Динамика полости, следующая из этой модели, пред-
ставлена на рис. 2. 

Интересный подход к описанию «гранулярных 
жидкостей» в двумерном случае был использован в 
работе [29]. В ней также изначально записывались ги-
дродинамические уравнения. Авторы изучали про-
стейший случай, когда флуктуации концентрации ча-
стиц и их «температура» (т. е. подвижность) малы. 
Эти условия могут быть реализованы в несжимаемых 
течениях, где ·u = 0. Кроме того, предполагалось, что 
отсутствует сила тяжести и частицы являются почти 
упругими. Такие допущения существенно упрощают 
уравнения. Далее авторы вводят тензорный параметр 
порядка S = u, который фактически является тензо-
ром скоростей деформации, и записывают упрощен-
ные уравнения через этот параметр порядка. Получен-
ное уравнение содержит функционал энергии H[S], 
минимум которого и дает нужное решение (рис. 3).

Как видно из рис. 3, минимум функционала энер-
гии достигается при целом множестве параметров по-
рядка, которые лежат на одной окружности. Таким об-
разом, имеет место спонтанное нарушение симметрии. 
Так как по условию ·u = 0, то поле скоростей являет-
ся соленоидальным, поэтому если минимум функцио-
нала энергии реализуется при отличном от нуля пара-
метре порядка, то в системе рождаются вихревые те-
чения. Результаты теоретических выводов подтверди-
лись компьютерным моделированием.

Во введении было отмечено, что в некоторых слу-
чаях сыпучий материал можно рассматривать как 
твердое тело. Здесь частицы главным образом остают-
ся в непосредственном контакте, и вся динамика та-
кого материала контролируется силой тяжести, силой 
трения и шероховатостью поверхности частиц. Силы 
трения играют большую роль, именно они ответствен-
ны за специфическое свойство сыпучей среды — ги-
стерезис напряжений [38].

Такое состояние сыпучего материала можно опи-
сывать с помощью уравнений теории упругости «в на-
пряжениях». Основной принцип этого подхода — по-
лучение соотношений между компонентами тензора 
напряжений в равновесном состоянии сыпучей среды. 
Например, такое соотношение можно получить, рас-
сматривая предельное напряженное состояние. В ито-
ге мы придем к условию прочности Мора—Кулона. С 
помощью данного условия можно определить напря-
жения на любой произвольно выбранной площадке в 
сыпучем материале, находящемся в предельном на-
пряженном состоянии. На основе соображений сим-
метрии и при рассмотрении простых правил передачи 
напряжений между соседними гранулами можно по-
казать локальную пропорциональность диагональных 
компонент тензора напряжений, что является локаль-
ным случаем гипотезы Янсена. Из такого предполо-
жения следует, что напряжения подчиняются гипер-
болическому уравнению (как волновое уравнение), а 
не эллиптическому, как это было в теории упругости 
[39]. А это означает, что напряжения «распространя-
ются» вдоль линий, которые представляют собой ха-
рактеристики гиперболического уравнения. Это мате-
матическое отражение того, что в «твердом» сыпучем 
материала существуют силовые цепи. 

Модели сплошных сред [40], включающие мето-
ды теории эффективных сред, оказались неудовлетво-
рительными при описании некоторых важных особен-
ностей «твердого» сыпучего материала, таких как за-
висимость скорости звука от давления [41]. Вероятно, 
генерирование силовых цепей в напряженном сыпу-
чем материале и ответственно за отклонения этих мо-
делей. Но также отметим, что модель Янсена совмест-
но с уравнениями теории упругости «в напряжениях» 
успешно использовалась для расчета напряженного 
состояния сыпучего материала в бункерах и силосах 
[38], что очень важно для практических целей.

Одних уравнений гидродинамики не хватает для 
полного описания поведения «гранулярного газа» или 
«жидкости». И действительно, они содержат такие ве-
личины, как теплопроводность, вязкость, вторая вяз-
кость, скорость диссипации энергии, давление. Оче-
видно, что эти величины не являются константами, 
поэтому, чтобы замкнуть эту систему уравнений, нуж-
но найти выражения для соответствующих величин, 
определить их зависимость от температуры и плот-
ности. Как уже отмечалось, для этого также широко 
используется кинетическая теория [16]. В книге [13] 
приводится вывод коэффициентов переноса для газа, 
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Рис. 3. Форма функционала энергии в зависимости от па-
раметра порядка
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состоящего из упругих частиц, неупругих частиц с по-
стоянным коэффициентом восстановления, а также 
для вязкоупругих частиц.

Следует отметить, что существует огромное мно-
жество феноменологических моделей сыпучих сред. 
Это связано с тем, что каждая из них создана для опи-
сания какого-то конкретного явления. Так, в частно-
сти, представляют интерес модели для описания по-
ведения свободной поверхности сыпучего материала 
под действием вибрации. Рассмотрим несколько при-
меров.

Помимо явлений, возникающих в толще матери-
ала при вибрации (таких как конвекция, сегрегация 
и др.), Фарадеем [42] были отмечены также необыч-
ные образования на поверхности сыпучего материа-
ла. Экспериментально выявлено множество эффектов 
коллективного поведения частиц сыпучего материа-
ла на свободной поверхности: стоячие волны, полосы, 
шестиугольники, квадраты, спирали и многое другое. 
Некоторые образования были изучены лишь в послед-
ние годы. В частности, в работе 1996 года [43] было со-
общено о наблюдении совершенно новых устойчивых 
одиночных структур – осциллонов (рис. 4).

Осциллоны представляют собой очень устойчи-
вые волноподобные состояния локализованных коле-
баний, которые образуются на поверхности сыпучего 
материала при вертикальной вибрации. Как правило, 
осциллоны имеют ширину порядка 30 гранул [44]. В 
отличие от волн, они не распространяются, но могут 
дрейфовать через слой материала. 

Большой интерес к изучению поведения этих об-
разований связан с тем, что они осциллируют как на 
половинной, так и на той же частоте, что и возбужда-
ющая сила. Это условие позволяет осциллонам про-
тивоположных фаз существовать одновременно. Ког-
да два осциллона противоположных фаз сближаются, 
они притягиваются друг к другу. Если же взаимодей-
ствуют два осциллона, находящиеся в одной фазе, то 
они отталкиваются [45].

Поведение осциллонов изучается как эксперимен-
тально, так и теоретически [46–50]. Хотя методы мо-
лекулярной динамики успешно воспроизводят экспе-
риментальные наблюдения в сыпучей среде, они обе-
спечивают ограниченное понимание механизма фор-
мирования осциллонов.

В работе [46] на основе подхода Гинзбурга—Лан-
дау (введение определенного параметра порядка) 
была предложена простая феноменологическая мо-
дель формирования структур на поверхности вибри-
рующего слоя сыпучего материала, в которой мож-
но наблюдать появление осциллонов. В результате 
анализа используемых уравнений авторы построили 
«карту режимов» для квадратных и валиковых (roll) 
структур на свободной поверхности, которая каче-
ственно согласуется с экспериментами. Также были 
найдены и осциллонные решения в области существо-
вания квадратных структур.

В работе Крауфорда и Рейке [48] разработана дву-
мерная модель Свифта—Хоэнберга, которая порожда-
ет осциллонные решения. Как подчеркивается в [45], 
представленная авторами модель иллюстрирует клю-
чевое понимание явления: осциллоны не зависят от 

сыпучих сред. Скорее, осциллон может возник-
нуть в любой сплошной среде, которая произво-
дит квадратные структуры на свободной поверх-
ности (см. также [44]). И действительно, осцил-
лоны экспериментально наблюдаются в слоях 
вязкой жидкости, суспензиях и коллоидных сме-
сях при вертикальной вибрации [44], а также в 
химических реакциях [51, 52]. Возможно, появ-
ление осциллонов в других физических систе-
мах поможет лучше понять природу сыпучих ма-
териалов.

Одним из ключевых вопросов механики сы-
пучих сред является применимость уравнений 
гидродинамики к «гранулярным газам» и «жид-
костям» в различных условиях. При рассмотре-
нии сильно неупругих частиц такое описание 
не будет удовлетворительным, поскольку дан-
ные уравнения не могут описать образующие-
ся коллективные структуры. Но встречаются ра-

боты, в которых используется нелинейное уравнение 
Бюргерса для описания взаимодействия кластеров на 
поздней стадии эволюции свободного от внешних сил 
сыпучего материала [53]. Экспериментальное иссле-
дование взаимодействия кластеров можно найти в ра-
боте [54].

Сыпучий материал под действием вибрации

Специфика данной проблемы состоит в том, что 
под действием вибрации сыпучий материал может 
пребывать в разных «агрегатных состояниях» — «гра-
нулярного газа», «жидкости» и «твердого тела». Для 
каждого из них необходимо свое описание. Поэтому 
здесь находят применение все теоретические подхо-
ды, описанные выше. В классической работе [55] пред-

Рис. 4. Осциллоны в системе из бронзовых шариков
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ставлена модель вибрационного перемещения сыпу-
чего материала в режиме подбрасывания, при этом 
динамика сыпучей среды рассматривается на уров-
не единичной частицы. Несмотря на кажущуюся про-
стоту модели, она позволяет не только получить ка-
чественные результаты, но и количественно оценить 
важные с прикладной точки зрения параметры ви-
брационного перемещения. Некоторые оригинальные 
подходы представлены в работах [56, 57]. В настоящее 
время в НПК «Механобр-техника» разрабатываются 
модели эффекта вибрационного ожижения для заме-
ны воды в технологических процессах, где она играет 
роль дисперсионной среды, и ряда ранее не изученных 
явлений, в частности градиентной сегрегации [58, 59].

В вертикально колеблющемся слое сыпучего ма-
териала имеют место такие явления, как образование 
поверхностных структур (похожих на волны Фара-
дея в обычной жидкости), гранулярный эффект Лей-
денфроста и конвективные течения в толще матери-
ала (напоминающие течения в подогреваемой сни-
зу жидкости, возникающие вследствие неустойчиво-
сти Рэлея—Бенара). Поскольку аналогичные явления 
можно наблюдать и в обычной жидкости, то для их 
описания часто применяется подход с использовани-
ем уравнений гидродинамики. Следует отметить, что 
аналогия между «гранулярной» и обыкновенной жид-
костью недостаточна. В частности, в терминах вибра-
ционной механики в «гранулярной жидкости» необ-
ходимо учитывать объемные вибрационные силы (а 
не только поверхностные) при изучении медленных 
движений [60]. Это обстоятельство играет первосте-
пенную роль при формулировании граничных усло-
вий. Из изложенного ниже видно, что для сыпучего 
материала, находящегося под действием вибрации, 
можно записать три уравнения: уравнение неразрыв-
ности, уравнение Навье—Стокса и уравнение энерге-
тического баланса. Последнее уравнение задает «гра-
нулярную температуру», которая определяется полем 
вибрации в среде. Таким образом, в такой гидродина-
мической постановке задачи объемными вибрацион-
ными силами являются силы типа архимедовых, вво-
димые через зависимость плотности от температуры.

В то же время во многих задачах, связанных с по-
ведением сыпучего материала под действием вибра-
ции, находят свое применение и феноменологические 
модели (см. выше), а в случае очень разреженного ма-
териала и микроскопические.

Теоретическое исследование проникновения по-
перечной вибрации в сыпучую среду представляет 
большой прикладной интерес [60] в связи с теорией 
вибрационных мельниц, а также аппаратов с виброки-
пящим слоем, используемых в химической техноло-
гии.

Можно отметить работу А. Я. Фидлина о решении 
задачи проникновения поперечной вибрации от дна 
сосуда в сыпучую среду. Им была использована од-
номерная динамическая континуальная модель, раз-
работанная в соавторстве с Е. Б. Кремером [61], пред-

ставляющая собой систему из неупругих шариков 
одинакового размера, движущихся вдоль одной пря-
мой в однородном силовом поле. Из полученных ре-
зультатов следовало, что «затухание» пульсационной 
скорости частиц материала носит экспоненциальный 
характер, что согласуется с экспериментальными дан-
ными. Отметим, что определенные трудности связаны 
с обобщением данной модели на трехмерный случай, 
а также с формулировкой соответствующих этой мо-
дели граничных условий [60]. Но в то же время в этой 
модели нет ограничения на величину коэффициента 
восстановления. Вполне возможно, что объединение 
такого подхода с широко используемыми «традици-
онными» гидродинамическими теориями может дать 
универсальную модель, описывающую сыпучие мате-
риалы из сильно неупругих частиц.

Интересно заметить, что подобная одномерная мо-
дель, используемая для получения уравнений сплош-
ной среды, применялась с противоположной целью: 
найти пределы возможностей «гранулярной гидроди-
намики» [62]. Авторы этой работы рассматривали го-
ризонтальную трубку, в которой находится N неупру-
го сталкивающихся частиц. Каждый раз, когда край-
няя левая частица соударяется с левой стенкой, ей со-
общается случайная скорость (рис. 5). Соударение с 
правой стенкой полностью упругое. Авторы показали, 
что гидродинамика позволяет описать плотность всей 
системы (если исключенный объем правильно учиты-
вается), но не профиль энергии. Таким образом, эта 
одномерная система указывает точные границы при-
менимости теории и, кроме того, объясняет причины 
ограниченности применимости.

Если сыпучий материал содержит частицы раз-
ных размеров и плотностей, то возможна сегрегация 
частиц под действием вибрации. Довольно часто рас-
сматривается частный случай общей задачи: концен-
трации интересующих исследователя частиц настоль-
ко малы по сравнению с концентрацией остальных 
частиц сыпучего материала, что можно не учитывать 
(или учитывать приближенно) их взаимодействие 
между собой и рассматривать их движение как дви-
жение изолированных частиц. При этом наряду с де-
терминистическим подходом к описанию процесса се-
грегации используются также и вероятностные подхо-
ды. Например, в основе модели [63] лежит уравнение 
Фоккера—Планка—Колмогорова. Недостатком де-
терминистических подходов является неучет случай-
ных факторов, а вероятностных — трудности в уста-
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Рис. 5. Эволюция одномерной гранулярной системы



28     «Обогащение руд». 2015. № 4.

ТЕОРИЯ ПРОЦЕССОВ

новлении функциональной зависимости параметров, 
входящих в дифференциальное уравнение случайно-
го процесса, от параметров вибрации [60]. Были так-
же предприняты попытки объединить оба типа подхо-
дов [64]. Как вариант упрощенной задачи сегрегации 
часто исследуют задачу о всплывании тяжелого шара 
в слое сыпучего материала под действием вибрации 
(см. например [65]).

Существует множество работ, посвященных се-
грегации, познакомиться с которыми можно в обзоре 
[22].

Рассмотрим еще два интересных явления, возни-
кающих в сыпучей среде под действием вибрации.

Гранулярный эффект Лейденфроста

Такое название связано со сходством с обычным 
эффектом Лейденфроста: левитацией капли воды над 
раскаленной поверхностью вследствие наличия про-
слойки пара, которая плохо проводит тепло и не дает 
капле быстро испариться. В случае сыпучего материа-
ла прослойкой пара является слой из быстрых частиц, 
которые получают энергию от дна сосуда, достаточ-
ную, чтобы удержать на весу весь остальной слой ма-
териала (рис. 6). 

В недавних работах [66, 67] построенная авторами 
гидродинамическая модель адекватно описала наблю-
даемый эффект. Эта гидродинамическая модель опи-
рается на работу [68], в которой получены основные 
уравнения и выражения для коэффициентов перено-
са в случае, когда 1 – R << 1.

Конвективные течения

Конвекция в сыпучем материале интенсивно ис-
следовалась экспериментально [69–74], численно 
[75–79] и теоретически [80–84]. И все указанные ис-

следования относились к легкому псевдоожижению 
(w < 10), для которого конвекция главным образом 
возбуждалась границей (за счет разности сил трения 
материала о границу при движении сосуда вверх или 
вниз) и плотность системы оставалась примерно по-
стоянной. Здесь играет большую роль форма сосуда 
[8, 18]. Например, в цилиндрическом сосуде, как пра-
вило, пристенный слой материала опускается вниз, 
а за счет сохранения объема материала в центре об-
разуется восходящее течение. В V-образном сосуде 
конвекция меняет свое направление. Отметим рабо-
ту [85], где конвекция изучалась при сильном псевдо-
ожижении и по высоте конвективных валиков силь-
но изменялась плотность. Иными словами, в данной 
работе конвекция возникала в основном за счет подъ-
емной силы. Для изучения конвекции обычно исполь-
зуется гидродинамический подход. К примеру, можно 
обратиться к работам [80, 83]. В работе Хайна и Ме-
ерсона исследовалось начало термоконвекции в «гра-
нулярном газе». Их система представляла собой бес-
конечный двумерный горизонтальный слой сыпучего 
материала между абсолютно упругими стенками, в то 
время как в уже процитированной работе [85] при ис-
пользовании аналогичного подхода к проблеме было 
учтено наличие свободной поверхности и рассматри-
вался сыпучий материал произвольной плотности. 
Поскольку такая постановка задачи более реалистич-
на, рассмотрим ее подробнее.

Согласно экспериментам, проведенным со сталь-
ными шариками, конвекция может начинаться как по-
сле режима подбрасывания (3 < F  6) (когда весь слой 
материала подпрыгивает над плоскостью как единое 
целое), так и после режима Лейденфроста (F > 6). На-
чало конвекции обусловлено наличием очень подвиж-
ных частиц в слое материала. Эти частицы получили 
избыток энергии от вибрирующего дна (вследствие 
статистической флуктуации) и коллективно движут-
ся вверх. Их движение сбалансировано нисходящим 
движением соседних частиц, что приводит к образова-
нию конвективного валика. Конвекция в сыпучем ма-
териале очень похожа на неустойчивость Рэлея—Бе-
нара в обыкновенной жидкости (рис. 7), но с важным 
отличием: градиент температуры, направленный про-
тив силы тяжести, возникает спонтанно вследствие не-
упругих соударений частиц.
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Рис. 6. Обычный и гранулярный эффекты Лейденфроста
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Рис. 7. Конвекция в слое сыпучего материала
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При наступлении конвекции нисходящее движе-
ние, как правило, в первую очередь образуется вблизи 
стенок вследствие дополнительной диссипации энер-
гии (трение о стенки).

Заключение

В своем развитии механика сыпучих сред может 
еще многое дать технике и технологии обогащения 
полезных ископаемых. В данном обзоре представлены 
основные методики моделирования сыпучих материа-
лов при вибрационных воздействиях, указаны грани-
цы применимости этих подходов и основные факто-
ры, влияющие на выбор конкретного метода модели-
рования при решении практических задач. 

Открытие новых эффектов, более детальное пони-
мание и способность воспроизводить уже обнаружен-
ные явления — ключ к широким возможностям по-
вышения эффективности и экологичности существу-
ющих методов переработки сыпучего сырья. Данный 
обзор может быть полезен для специалистов в обла-
сти обогащения полезных ископаемых и математиче-
ского моделирования соответствующих технологиче-
ских процессов.

Настоящий научный проект выполняется в со-
ответствии с соглашением (грантом) с Министер-
ством образования и науки РФ № 14.579.21.0023 от 
05.06.2014 г.   ОР
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The article presents a review of the modern methods of computational investigation and modeling of dynamics of granular media under 
vibration action. Attention is focused on typical states of granular material, realized depending on intensity of vibration action and mechani-
cal characteristics of material. Three «physical states» are distinguished: «elastic-plastic» solid — if mutual arrangement of material particles 
is changed little, viscous «granular liquid» — if most particles are shifted without breaking contacts, and «granular gaseous» — when time of 
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distinguished: microscopical — considering material at the level of separate particles, statistical mechanics / kinetic theory — generalizing kinetic 
theory of gases with respect to inelastic interactions, phenomenological models and continuum mechanical models. A range of applicability 
and possibilities are specified for each group of models. Application of the described approaches is illustrated by a number of cases of specific 
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